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Edward Rowe Mores
(1731-1778) pragte als
erster den Begriff actuary
(engl. = Versicherungs-
mathematiker).

Im Arbeitskreis Stochastik
der Gesellschaft fiir
Didaktik der Mathematik
engagieren sich Vertreter
aus Hochschulen,
Ausbildungsseminaren
und Schulen fiir die
Verbesserung des
Stochastikunterrichts.

Mit dieser Unterrichtseinheit zur Versicherungsmathematik bereiten wir ein spannendes
Feld moderner angewandter Mathematik fiir die Schulpraxis auf. Die Frage nach der
Versicherbarkeit von Risiken ist seit jeher ein wichtiges Thema in der Gesellschaft und
tritt in unserem Lebensalltag in einer Vielzahl von Situationen auf. So kommen die Meis-
ten bereits als Schiilerinnen und Schiiler das erste Mal selbst mit Versicherungen in Be-
riihrung, z. B. wenn es um den Abschluss einer Haftpflicht-Versicherung fiir das eigene
Mofa oder einer Krankenversicherung fiir die Berufsausbildung geht. Versicherungen sind
heutzutage ein selbstverstandlicher Teil unseres Lebens ohne dass immer eine Vorstellung
von den eigentlichen — insbesondere mathematischen — Mechanismen hinter dem Prin-
zip Versicherung besteht. Hier vermittelt die vorliegende Unterrichtseinheit am Beispiel
der Sachversicherung eine grundlegende Vorstellung wie der fiir die Versicherung zu
erwartende Gesamtschaden sowie eine angemessene Pramie kalkuliert werden kénnen.

Versicherungsmathematik — oder auch aktuarielle Mathematik — ist ein Teilgebiet der
Mathematischen Stochastik. Sie wird tdglich von vielen Aktuarinnen und Aktuaren in
Unternehmen der Finanzdienstleistungsbranche eingesetzt. Diese sind Experten, die sich
zumeist auf Basis eines Mathematikstudiums fiir die speziellen Anforderungen in den
jeweiligen Aufgabengebieten der Versicherungsbranche weitergebildet haben. So stellen
sie z. B. bei der Gestaltung einer Versicherungspramie sicher, dass das Unternehmen die
von den Kunden tibernommenen Risiken auch tragen kann. Dabei werden eine Vielzahl
von Methoden aus der Wahrscheinlichkeitstheorie und der Mathematischen Statistik
eingesetzt.

Der Arbeitskreis Stochastik hat zur Leitidee ,Daten und Zufall” fiir die Sekundarstufe Il
in seinen Bildungsstandards sieben Kernkompetenzen formuliert, von denen drei hier
vertieft werden:

Modellieren zufalliger Vorgange mit Wahrscheinlichkeitsverteilungen

und ihren charakteristischen Kennzahlen

Nutzen von Simulationen, um Néherungsldsungen fiir komplexe

Situationen zu gewinnen

Grundphdnomene zum Gesetz der grolen Zahlen

Moderner Stochastikunterricht zielt damit auf die Kompetenz, auf Daten und Wahrschein-
lichkeiten basierende Entscheidungen zu treffen.

Ergebnisse aus der mathematikdidaktischen Forschung belegen, dass die vielfach gefor-
derten komplexen Anwendungsaufgaben ,aus der Praxis” zum einen so gestellt sein
mussen, dass die Schiilerinnen und Schiler ihre Kenntnisse tber (stochastische) Basis-
konzepte einsetzen konnen, zum anderen, dass die Aufgabenstellung begrifflich an das
Vorwissen der Schiilerinnen und Schiiler anschliefst. Der damit verkniipften Fragestellung
nach der inhaltlichen Relevanz von Aufgaben zur aktuariellen Mathematik begegnen wir
in diesem Band, indem wir die benétigten Hintergrundinformationen zum Thema Versi-
cherung bereitstellen bzw. die Schiilerinnen und Schiiler recherchieren lassen.

Prof. Dr. Angelika May
Universitdt Oldenburg
Deutsche Gesellschaft fiir Versicherungs- und Finanzmathematik e.V.



Begriindung und Relevanz der Unterrichtseinheit

Die Inhalte sind aufbereitet fiir den Einsatz in Schiilergruppen, die tiber Grundkenntnis-
se in Stochastik verfligen. Wegen seiner kompakten und in sich abgeschlossenen Dar-
stellung eignet sich die Unterrichtseinheit besonders fiir den Einsatz in Projektwochen
oder Vertretungsphasen sowie als optionaler Stoff fir die Zeit nach der Notenvergabe.
Einzelne Inhalte, insbesondere zur stochastischen Simulation, kénnen als Ausgangspunkt
fir Facharbeiten gewdhlt werden. Das Thema eignet sich auch fiir Mathematik AG’s
oder Zirkel.

Aufbau

Angelehnt an die drei im Vorwort formulierten Kernkompetenzen ist diese Unterrichts-
einheit wie folgt aufgebaut: Essentiell fiir das auskdmmliche Funktionieren von Versiche-
rungen ist der sog. Ausgleich im Kollektiv und in der Zeit. Dieser wird dadurch garantiert,
dass viele Versicherte (des Kollektivs) Pramien zahlen und die Schadenfdlle nicht alle
gleichzeitig eintreten. Eine grundlegende Voraussetzung fiir das Verstindnis von versi-
cherungsmathematischer Kalkulation ist der Zusammenhang zwischen den Kenngrofien
(Momenten) einer Zufallsgrofe, die den Schaden modellieren, und der von den Versi-
cherungsnehmern zu zahlenden deterministischen (d. h. nicht zufdlligen) Pramie. Nach
einigen grundlegenden Uberlegungen in Lehrmodul 1 behandeln wir dies vertieft in
Lehrmodul 2.

Um die Momente Erwartungswert und Varianz berechnen zu kénnen, miissen Annahmen
an die zugrunde liegende Verteilung der zu modellierenden SchadensgrofRe getroffen
werden, da diese zumeist im Vorhinein unbekannt ist. Im Gegensatz zu einer diskreten
Verteilung (z. B. beim Wiirfelwurf) handelt es sich hierbei um stetige Verteilungen. Dabei
erweist sich allerdings gerade die ,beliebte” Normalverteilung als nicht geeignet. Hiermit
setzen wir uns in Lehrmodul 3 auseinander. Dort wird zudem auch vorgestellt, wie Excel
fur die Modellierung des Gesamtschadens eingesetzt werden kann.

In Lehrmodul 4 wird dann gezeigt, wie finanziell besonders gravierende GroBschaden
mathematisch berticksichtigt werden konnen.

Die Aufgabenbltter (mit Losungen) sollen zum Eintiben der stochastischen Techniken
ermutigen, aber auch den oben formulierten Anschluss an die Begriffswelt Versicherung
herstellen.

Im Anhang werden noch einmal die wichtigsten grundlegenden Begriffe der Wahrschein-
lichkeitstheorie erldutert sowie einige Wahrscheinlichkeitsverteilungen und ihre Eigen-
schaften im Detail angegeben.

Erwartungswert und
Varianz werden auch erstes
und zweites Moment einer
ZufallsgrélSe genannt.

Zufallsexperimente,

die nur eine abzéhlbare
Anzahl von méglichen
Ausgédngen besitzen,
nennen wir diskret.
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Beim Ausgleich in der
Zeit erfolgt ein Risiko-
ausgleich durch die
Betrachtung (iber einen
ldngeren Zeitraum.

© Als Kopiervorlage freigegeben. Stochastik — Simulation von Sachschéden

Ganz allgemein decken (Sach-)Versicherungen in der Zukunft liegende, in der Héhe
heute unbekannte und potenziell Existenz gefahrdende Schédden ab. Ein einfiihrendes
Beispiel aus dem Bereich der privaten Haftpflichtversicherung illustriert, worum es geht:

An einem Feriensonntag spielen zwei Kinder auf dem Dach eines Schulgebdudes mit
einem brennenden Tennisball. Ungliicklicherweise entziindet der Ball das Dach der
Schule, die daraufhin bis auf die Grundmauern abbrennt. Beide tiberleben die Katastro-
phe unverletzt und, da es ein Sonntag war, gab es keine weiteren Verletzten. Aber es ist
ein hoher Sachschaden entstanden:

Der Wiederaufbau der Schule kostet geschétzt 6 Millionen €; jedes der beiden Kinder
misste demnach fiir jeweils 3 Millionen € aufkommen. Verdienen ihre Eltern 3.000€ pro
Monat und wiirden sie ihr gesamtes Gehalt zur Riickzahlung einsetzen, so brauchten
beide Familien etwa 1.000 Monate, das sind etwa 83 Jahre, fiir die Riickzahlung des
Schadens.

An dieser Stelle kommt die Privathaftpflichtversicherung der Eltern ins Spiel, die den
Schaden tragt. Die Pramie dafiir kostet etwa 100 € pro Jahr.

Eine Versicherungsgesellschaft kann nur dann hohere Schaden bezahlen, wenn sie ge-
niigend hohe Pramieneinnahmen erwirtschaftet. Es ist also eine notwendige Voraussetzung,
dass eine Vielzahl von versicherten Personen bei dem Unternehmen eine entsprechende
Versicherung abgeschlossen hat.

Um den Schaden fiir eine der Familien zu tragen, miissen
3.000.000€ : 100€ (pro Jahr) = 30.000 (Familien)
den Schaden gemeinsam tragen.

Dies geschieht in der Realitdt auch. Dass Versicherungen u. a. eine Privathaftpflichtver-
sicherung zu einem fiir Versicherte bezahlbaren Preis anbieten konnen, zeigt, dass das
Prinzip des Ausgleichs im Kollektiv und in der Zeit funktioniert, aber sicherlich auch,
dass solche grollen Schéden in der Regel (in der Privathaftpflichtversicherung) eher selten
auftreten.
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Allgemein ldsst sich aus dem vorhergehenden Beispiel folgendes ableiten:

Grundsatzlich sind an einer Versicherung zwei Parteien beteiligt: die versicherte Person
(Versicherungsnehmer) und das Versicherungsunternehmen. Der Versicherungsnehmer
schlieSt dabei mit dem Versicherungsunternehmen einen Vertrag ab, um sich gegen ein
Risiko finanziell abzusichern.

Die beiden Parteien tauschen also ein Risiko mit moglicherweise hohen finanziellen
Auswirkungen gegen eine vergleichsweise geringe Pramie. Dieses Tauschgeschaft wird
moglich, weil gleichzeitig viele Personen beim Versicherungsunternehmen einen Vertrag
abschliefien.

Die finanzielle Gegenleistung durch das Versicherungsunternehmen erfolgt bei Eintritt
eines vertraglich vereinbarten Ereignisses; in der Sachversicherung wird diese in der
Regel vom Umfang des eingetretenen Schadens bestimmt. Da die Zukunft unbekannt ist,
ist der zukiinftige Schaden eine zuféllige Grofe.

Fiir den Versicherungsnehmer wird es sich eher lohnen, eine Versicherung abzuschliefien,
wenn die zu zahlende Pramie im Verhéltnis zur Hohe des potentiell auftretenden Scha-
densbedarfs méglichst niedrig ist.

Hierbei entsteht ein gewisser Widerspruch zum Interesse des Versicherungsunternehmens
eine Pramie zu erheben, die fiir die zukiinftigen Zahlungen ausreicht. Pramien, die nicht
ausreichen, fithren im schlimmsten Falle zum Ruin des Versicherungsunternehmens und
wirden damit in letzter Konsequenz den von dem Versicherungsnehmer angestrebten
Schutz gefahrden.

Zudem ist aus heutiger Sicht des Versicherungsunternehmens unklar, wie die zukiinftige
Zahlung an den Versicherungsnehmer aussehen wird. Daher ist es wichtig, dass dem
Versicherungsunternehmen eine Datengrundlage vorliegt, die zur Schatzung des zukiinf-
tigen Bedarfs herangezogen werden kann. Damit kénnen wir festhalten:

Der za%dn—/’iige Geldbedar!’ ist zear Sowwoh!
Vorm Entrdd als awch von der Yehe her

. . e
UNGetIISSy MUSS aber insgesartt #Lr den 2 ﬁ/’
Versicherer schitzbar sein.

Versicherungsschutz:

Ein Geldbetrag (die
Pramie des Versicherten)
wird gegen eine
zukiinftige Zahlung

in zufélliger Héhe (die
Leistung des Versicherers)
eingetauscht.

1. Das Prinzip Versicherungen
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Wie bereits erwdhnt, wird flr diese Schitzung das Grundprinzip des Risikoausgleichs
herangezogen. Durch Zusammenfassung mehrerer gleichartiger Risiken in einen Bestand
entsteht ein Ausgleich der Einzelrisiken, so dass die Gruppe einzelne Schaden besser
tragen kann. In der Tat hat dieser Gedanke der Solidaritat schon friih zu Vorldufern der
heutigen Versicherung gefiihrt, etwa als Begrdbnisverein bei den Phoniziern, bei Stein-
metzen in Agypten oder bei den mittelalterlichen Ziinften und Gilden, die ihren Mitglie-
dern Unterstiitzung bei Krankheit und Tod gewdhrten.

Der 4&(53/63/6/7 im Kollektiv garastiert also, dass Priprven
3/e/c/12e/'z‘/:9 n/edrzg wund #Lir den Versicherer awsksmmlich

Sein kSnnen.
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Wie funktioniert nun der Tausch eines festen Betrags gegen eine ZufallsgrofRe?

Im Folgenden sei Z, fiir i=1,...,n, die ZufallsgroRe der moglichen Schéden, die in einem
Bestand von n Versicherten beim jeweils i-ten Versicherten auftreten konnen. Um eine
Pramie bestimmen zu kénnen, die tiber alle Versicherungsnehmer betrachtet den Jahres-
gesamtschaden abdeckt, interessieren wir uns in einem ersten Schritt fir den Mittelwert
der im Bestand auftretenden Schaden

_. -I n
Z=—-3Z,

i=1

Bei der Bestimmung dieser GroRe fiir grolbe n hilft uns das Gesetz der groen Zahlen. In
seiner empirischen Form besagt es, dass der Mittelwert gegen einen konstanten Wert
strebt, wenn der Bestand hinreichend viele Personen umfasst (je mehr Personen, desto
genauer ist die Approximation).

Somit kdnnen wir den auftretenden Gesamtschaden mit groBer Sicherheit im Vorhinein
bestimmen und die Primie pro Versicherungsnehmer auf Basis dieser Uberlegungen
festsetzen. Aus dieser Erkenntnis resultiert

das erste versicherungsmathematische Kalkulationsprinzip:

Die Bedarfspramie B fiir einen Versicherungsnehmer ist gleich dem zu erwartenden Schaden,
also dem Erwartungswert E [Z], d. h.

B=E(Z]=1 S E[z]
i=1

Mt anderen torten koriren die \/erél‘cﬁerangéne/imer
dapu? £4r 1hren ercoarteten Schaden selber awt” Dieses
Phénomen bezeic hnet »an als 4a53/e/c/7 i Kollektiv, d. A.
das (Gesetz der 3ro@en Zahlen sicherd wuns die Ausksrin—
//Ac/”],éefz‘ des p/‘fnZ/./D\S \/erS/C/’Ierang.

Wir sind somit in der Lage, wenn wir die zugrunde liegende Verteilung der auftretenden
Schéden in einem Bestand ermitteln konnen, den jahrlich zu erwartenden Gesamtscha-
den zu bestimmen, indem wir die erwarteten Schaden pro Versicherungsnehmer tiber
den gesamten Bestand aufsummieren.

Viele Versicherte, die
sich gegen gleichartige
Risiken bei demselben
Unternehmen versichert
haben, bilden einen
Bestand.

Zur Erinnerung:

Der Erwartungswert ist
linear, d. h. es gilt
E[aX+bY] = a E[X] + b E[Y]

Neben dem Ausgleich

im Kollektiv sorgt auch
der Ausgleich in der Zeit
bei einer Betrachtung

der Schidden eines Unter-
nehmens (iber mehrere
Jahre fiir eine Absicherung.

Um die Formeln méglichst
einfach zu gestalten,

wird hier auf eine Bertick-
sichtigung dieses Aspekts
verzichtet.
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Ist B nun die Pramie, welche das Versicherungsunternehmen tatsachlich vom Versiche-
rungsnehmer erheben kann?

Leider nein, wie uns ein weiteres Ergebnis aus der Stochastik, die Normalverteilungs-
approximation, zeigt:

Sie besagt, dass zentralisierte (Erwartungswert gleich Null) und normalisierte (Varianz
gleich Eins) Summen von gleichverteilten ZufallsgroBe anndhernd normalverteilt sind:

P

Z-B__,

— > zl—(IJ(E)zl—CI)(O)=L fiir kleine €>0
var[Z] 2

Das bedeutet fiir unseren Fall, dass die Bedarfspramie langfristig nur mit 50%iger Wahr-
scheinlichkeit fir die Deckung aller entstandenen Schaden ausreicht! Oder anders
ausgedriickt: Ein Versicherungsunternehmen, das nur die Bedarfspramie erhebt, geht mit
Sicherheit ,langfristig” in den finanziellen Ruin.
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Eine auskdmmliche Tarifierung erfordert also einen Aufschlag auf die Bedarfspramie,
den Risikoaufschlag. Daraus ergibt sich

das zweite versicherungsmathematische Kalkulationsprinzip:

Die Risikopramie (P) fiir einen Versicherungsnehmer ist gleich dem erwarteten
Schaden plus einem Sicherheitsaufschlag ¢, d. h.

P=E[Z]+6

Es mag in gewisser Weise unbefriedigend erscheinen, eine Pramie zu einem Risiko nur
vom Erwartungswert abhdngig zu machen, heifst das doch insbesondere, dass viele
mittlere Schaden zur gleichen Pramie fiihren wie (im Extremfall) 1 groBer und 1 kleiner
Schaden. Dennoch macht der Erwartungswert als Bezugsgrofe dann Sinn, wenn keine
weiteren Informationen tiber die Verteilung des Risikos vorliegen.

Méchte man jedoch die oben angesprochene Aufteilung auf grofte und kleine Schaden
in die Pramienhohe einbeziehen, so bendtigt man Informationen tiber die Streuung des
Risikos und kann in diesem Falle ein alternatives Konzept verwenden,

das Varianzprinzip:

Die Risikopramie (P) fiir einen Versicherungsnehmer ist gleich dem erwarteten Schaden plus
einem Sicherheitsaufschlag a mal der Varianz des Schadens als Streuungsmaf, d. h.

P=E[Z] +aVar[Z]

Fiir die reale Pramienkalkulation bedeutet das, dass sie umso zutreffender ist, je mehr
Informationen tiber die Schdden vorliegen, je besser also vorliegende Daten ausgewertet
werden kénnen. Die Bestimmung von Erwartungswert und Varianz gelingt besonders
gut, wenn eine plausible Vermutung tiber die Verteilung der Schaden vorliegt. Solche
Verteilungsannahmen werden in den Lehrmodulen 3 und 4 eine zentrale Rolle spielen.

Im Folgenden nehmen wir nun an, dass die jeweiligen Schaden jeweils unabhingig
voneinander auftreten und die gleiche Verteilung besitzen. Das bedeutet, die dazugeho-
rigen Zufallsgrofen Z; sind unabhangig identisch verteilt. Insbesondere besitzen dadurch
alle Z; den gleichen Erwartungswert und die gleiche Varianz.

Mit Hilfe des Zentralen
Grenzwertsatzes kann man
eine Formel herleiten, die
einen direkten Zusammen-
hang zwischen der Ruin-
wahrscheinlichkeit und
dem Sicherheitszuschlag
herstellt, der haufig in der
GréBenordnung von 30%
liegt.

Zur Erinnerung:

Zwei ZutallsgréBBen X

und Y heifSen stochastisch
unabhéngig, wenn fiir alle
Ereignisse A und B gilt:
PXe A YeB) =

PXe A)-P(YeB)
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ARBEITSBLATT 1

Aufgabe 1:

Uberlegen bzw. recherchieren Sie, welchen Risiken lhre Familie ausgesetzt ist und ob
diese Risiken versicherbar sind.

Aufgabe 2:

Erinnern Sie sich an grolle Versicherungsschdden in der letzten Zeit? Welche? Wie hoch
waren die in den Medien genannten, geschdtzten Schaden bzw. Versicherungssummen?
Was finden Sie im Internet unter dem Stichwort ,Wiehltalbriicke”?

Aufgabe 3:

Beschreiben Sie in eigenen Worten, warum Versicherungen nur wegen des Ausgleichs
im Kollektiv funktionieren. Welche anderen Voraussetzungen miissen gelten, damit man
von einer Versicherung sprechen kann?

Aufgabe 4: Das Kinofinanzierungsproblem

Julia, Thomas und Antonio studieren Mathe und gehen gern zusammen ins Kino. Sie
arbeiten nebenbei als Aushilfskréfte, wann immer moglich. Dies ist jedoch nicht immer
moglich, sodass sie ofters kein Geld fiir den wochentlichen Kinobesuch haben. Sie be-
schliefen daher, sich untereinander gegen das Ereignis ,Kein Geld fiir den wochentlichen
Kinobesuch” zu versichern.

Diskutieren Sie, ob die folgenden Ideen dazu eine sinnvolle Versicherung im obigen
Sinne definieren oder begriinden Sie, warum eine Grundvoraussetzung verletzt ist:

a) Alle drei zahlen einen Betrag in eine gemeinsame Kasse, aus der sie das nicht-
vorhandene Kinogeld ersetzen.

b) Sie tberreden ihren Kommilitonen Arthur, der immer pleite ist, und Martina,
die stets genug Geld zur Verfiigung hat, in ihrer Zweckgemeinschaft mitzuma-
chen. Bilden die fiinf dann eine Versichertengemeinschaft?

c) In den letzten zwei Jahren passierte es besonders oft, dass sie in den Semes-
terferien keine Arbeit zum Geld verdienen fanden. Die drei Freunde beschlie-
Ren, dass es ausreicht, sich nur fir diese Zeit bei der Xtra*Ltd. (London) zu
versichern, die immer fiir innovative Ideen rund ums Geld zu haben ist. Um
die Pramie gering zu halten, suchen sie sich unter ihren 1.500 Mitstudenten
diejenigen aus, die genauso viel aus ihrem Job erhalten wie sie selbst. Das
sind 139 Kommilitonen, von denen sie 34 (berreden kénnen, sich bei der
Xtra*Ltd. mitzuversichern.

Wenn Sie die Xtra*Ltd. waren, wiirden Sie Julia und ihren beiden Freunden
diesen Vertrag anbieten?
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In diesem Lehrmodul zeigen wir, wie in einem Bestand von nVersicherten der Jahresge-
samtschaden S stochastisch simuliert werden kann. Abschlieflen werden wir das Kapitel,
indem wir die einzelnen Schritte als Ubungsaufgabe in Excel nachvollziehen.

Die Binomialverteilung, eine der wichtigsten diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
beschreibt die Anzahl der Erfolge bei einer Serie von unabhdngigen Bernoulli-Versuchen.
Tritt das Ereignis ,Erfolg” mit einer Wahrscheinlichkeit von p € (0,1) ein, so beschreibt
die Binomialverteilung die Wahrscheinlichkeit, dass bei n unabhingigen Bernoulli-Ver-
suchen k-mal das Ereignis ,Erfolg” eintritt. Diese Wahrscheinlichkeit ist gegeben durch

P(Z=k)=(})p* (1p)™ fir k=0,...n

wobei Z gleich der Anzahl der Erfolge ist. Um eine binomialverteilte Zufallsgrélle Z zu
erzeugen, erzeugen wir zundchst n Bernoulli-verteilte ZufallsgroRen. Hierfiir ziehen wir
zuféllig Zahlen aus dem Intervall (0;1), wobei die Ziehung jeder Zahl gleich wahrschein-
lich sein muss. Ist die gezogene Zahl kleiner als p, so erhlt die Bernoulli-verteilte Zu-
fallsgrolle den Wert 1, ist sie jedoch groRer als p, so notieren wir den Wert 0. Auf diese
Weise konstruieren wir n Bernoulli- verteilte Zufallsgrélien, also eine Folge von n Zahlen,
die den Wert 0 oder 1 haben. Durch Summation erhalten wir dann unsere binomialver-
teilte ZufallsgrofRe Z.

Fir die Umsetzung des oben skizzierten Verfahrens kdnnen wir Excel nutzen, wie wir
auf dem nachsten Aufgabenblatt sehen werden.

Fir die Erzeugung von Zufallszahlen, die einer stetigen Verteilung mit invertierbarer
(umkehrbarer) Verteilungsfunktion F genligen, verwenden wir die Inversionsmethode.

Hierbei werden zundchst auf dem Intervall (0;1) gleichverteilte Zufallszahlen u erzeugt,
die danach in die Umkehrfunktion der Verteilungsfunktion eingesetzt werden. Die zu-
falligen Realisierungen x der Zufallsgréle X, die einer stetigen Verteilung mit Verteilungs-
funktion F genligen, werden berechnet durch

x=F!(u), ue(0;1)

Jakob Bernoulli
(1654-1705)

Bei einem Bernoulli-
Experiment gibt es nur
zwei mogliche Ausgédnge:
,Ereignis tritt ein” und
,Ereignis tritt nicht ein”,
oftmals auch mit Erfolg”
und ,Nicht-Erfolg” oder
schlicht mit ,0” und ,1”
bezeichnet.

Fiir die Umkehrfunktion
F\" zu einer streng
monotonen Funktion F,,
gilt Fy" (Fy(x)) = x fiir alle x.
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Die so erzeugten Zufallszahlen bené&tigen wir im Folgenden fiir die Simulation eines
Versicherungsbestands. Dazu veranschaulichen wir uns die Inversionsmethode noch
einmal anhand der Exponentialverteilung.

Diese gehort zu den stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen und ist auf den positiven
reellen Zahlen konzentriert. Eine ZufallsgréRe Z folgt einer Exponentialverteilung mit
Parameter A € R, wenn sie die Dichtefunktion f, und die Verteilungsfunktion F, besitzt
mit

AeM z>0 1-e?, z>0
f"(z)={ 0,z<0 und Fy(2) = { 0, z<0

Erwartungswert und Varianz bei der Exponentialverteilung errechnen sich wie folgt:

E[Z]=1A und Var([Z] = Ai

Fur die Inversionsmethode benétigen wir nun die Umkehrfunktion F.'von F,. Fur die
Exponentialverteilung ergibt sich

F(u) = ‘l;\ In(1-u) fir ue(,1)

Auf die beschriebene Art konnen natiirlich auch Zufallszahlen generiert werden, die
einer anderen stetigen Verteilung genligen, immer vorausgesetzt, die Umkehrfunktion

der jeweiligen Verteilungsfunktion ldsst sich berechnen.
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Nachfolgend betrachten wir ein Versicherungsunternehmen, das einen homogenen Be-
stand versichert. Weiter nehmen wir an, dass insgesamt nVersicherungsnehmer bei dem
Versicherungsunternehmen versichert sind, somit die Grélle des Bestandes n ist.

Die Schadenhéhen fiir die einzelnen Versicherungsnehmer werden wieder mit der Zu-
fallsgrofle Z bezeichnet. Pro Jahr kann in unserem Modell nur maximal ein Schaden pro
Versicherungsnehmer auftreten. Aus Sicht des Versicherungsunternehmens ldsst sich die
ZufallsgroBe S, die den Jahresgesamtschaden unseres Bestands von Versicherten beschreibt,
darstellen als

An dieser Stelle sind fiir das Versicherungs unternehmen zwei Fragen besonders interes-
sant:

e Wie sind die Einzelschdden Z; verteilt?

°  Welcher Verteilung folgt der Jahresgesamtschaden S ?

Die Verteilung der Einzelschadenhohen ldsst sich in der Regel aus der Schadenhistorie
mit geeigneten Methoden schitzen. Wir unterstellen daher im Folgenden, dass die Ver-
teilung der Zufallsgrolle Z; bekannt ist.

Bei der Wahl der Verteilung muss jedoch darauf geachtet werden, dass die Schadenhchen
stets als positiv angenommen werden, da natiirlich keine negativen Schéaden auftreten
konnen. Deshalb ist in diesem Zusammenhang z. B. die Normalverteilung zur Modellie-
rung der Schadenhéhen ungeeignet. Gerade im Zusammenhang mit groen Schaden,
die bei Naturkatastrophen entstehen kénnen, wird daher in der Praxis oft die Exponential-
verteilung oder die sogenannte Pareto-Verteilung eingesetzt, der wir in Lehrmodul 4 wieder
begegnen werden.

Fiir die Bestimmung der Versicherungspramie mittels des Varianzprinzips benétigen wir
nur den Erwartungswert und die Varianz des Jahresgesamtschadens. Wie bereits erwdhnt
nehmen wir an, dass die Einzelschdden Z; unabhdngig und wie ein Regelschaden Z
identisch verteilt sind.”

Die linearen Eigenschaften des Erwartungswerts fiihren zu folgender Gleichung:

D=

E[Sl=E[ z,] =), ElZ] =n-ElZ)=n-E[Z]

i=1

Bei einem homogenen
Bestand folgen die
einzelnen Schaden der
gleichen Verteilung und
treten unabhangig
voneinander auf.

Vilfredo Pareto
(1848-1923)
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Der frwariangswerz‘ des Jahres 385@07556/7&0/3175 ergiéz‘
Sich als die Surnire der 5‘4«)&2‘40?9544)8/*2‘3 der 5/728/56/76'2'04‘3/7,
d. A »n- £€C 2.

Die Varianz des Jahresgesamtschadens ldsst sich ebenfalls gut bestimmen, wenn die
Varianz der Einzelschdden bekannt ist. Hierfiir ergibt sich aufgrund der Unabhéangigkeit
der Einzelschadenhohen

Var[S]=Var[ZZi] =Z Var[Z] = n-Var[Z) = n -Var[Z]

i=1

Im konkreten Fall exponentialverteilter Einzelschadenhhen
(zur Erinnerung E [Z] = l?\ und Varl[Z]= %)

ergibt sich fiir den Jahresgesamtschaden

E[S]= % und Var[S] = %

Berechnet man unter diesen Voraussetzungen die Pramie P fiir einen Versicherten nach

dem Varianzprinzip, so ergibt sich:

1

P= 3 (E[S]+a VarlSD=1+35

Allerdings haben wir bisher einen Punkt noch gar nicht berticksichtigt. Tatsachlich ist die
Exponentialverteilung nicht uneingeschrankt geeignet, um die Schadenhéhe zu model-
lieren, denn sie ordnet dem Ereignis ,Kein Schaden tritt auf” die Wahrscheinlichkeit O zu.

Dies entspricht natiirlich nicht den allgemeinen Beobachtungen in einem realen Bestand
von Versicherten. Beschrankt man sich aber lediglich auf die Falle, in denen tatsdchlich
Schdden aufgetreten sind, kénnen wir die Exponentialverteilung nach wie vor fiir die

Hohe der eingetretenen Schaden verwenden.

Dieses Vorgehen hat jedoch zur Folge, dass wir nun keine feste Zahl n von Versicherten
mehr betrachten, sondern stattdessen eine zuféllige Anzahl N von aufgetretenen Schaden
in einem Jahr innerhalb dieses Bestands berticksichtigen miissen. Somit miissen wir
zusétzlich zu der Verteilung der Schadenhdhe nun auch die Verteilung der Schadenanzahl
simulieren. Diese Erweiterung fiihrt uns im nédchsten Kapitel zum kollektiven Modell.
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Wir behalten samtliche Voraussetzungen aus dem vorhergehenden Modell bei, aufSer
dass wir nun eine weitere Zufallsgrofke N einfiihren, die uns die Anzahl der insgesamt
aufgetretenen Schédden in einem Jahr in unserem Bestand von n Versicherten angibt. Die
Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Versicherten ein Schaden auftritt, betragt p €(0;1)
und ist nach den Uberlegungen im vorherigen Lehrmodul Bernoulli-verteilt. Uns interes-
siert nun die Anzahl N der tatsdchlich im Bestand aufgetretenen Schaden. Dies fiihrt uns
wieder, wie bereits gezeigt, zur Binomialverteilung. Mit der ZufallsgroBe Z; werden jetzt
die Schadenhthen der einzelnen Schaden bezeichnet.

Damit kénnen wir den Jahresgesamtschaden fiir das kollektive Modell umformulieren zu

N
S=> 7

i=1

wobei N nun diesmal keine feste Zahl ist, sondern eine binomialverteilte ZufallsgroRe,
die als unabhangig von den Einzelschadenhthen Z; angenommen wird.

Zusammenfassend konnen wir festhalten, dass der Unterschied zwischen dem individu-
ellen und dem kollektiven Modell darin liegt, dass in Ersterem die Summe eine determi-
nistische Anzahl von Summanden besitzt und Nullen (,Schaden mit Hohe 0“) als Sum-
manden auftreten konnen, wéahrend im kollektiven Modell lediglich die wirklich einge-
tretenen Schaden betrachtet werden und daher die Summe eine zufillige Anzahl von

Summanden besitzt.

Im kollektiven Modell beeinflussen also zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen die Vertei-
lung des Jahresgesamtschadens: die Verteilung der Schadenanzahl N und die der Regel-
schadenhohe Z, die wir als exponentialverteilt angenommen haben. Fiir Erwartungswert
und Varianz des Jahresgesamtschadens ergibt sich dadurch eine etwas kompliziertere

Darstellung:

E[S1=EINI-E[Z] und Var[S1= E[N]-Var[Z] + Var[N1-(E[Z])’

Diese zwei Formeln sind auch als die Gleichungen von Wald (Abraham Wald 1902 - 1950)

bekannt.

In unserem konkreten Fall ergibt sich durch direktes Einsetzen:

n(1-p) B n(2-p)
?\2 - Az

E[S]=% und  Var[S]= %+

Auch hier kénnen wir also den Erwartungswert und die Varianz vom Jahresgesamtschaden
bestimmen. Dies ist wiederum ausreichend, um die Pramie mit dem Varianzprinzip zu
berechnen:

ap(2-p)

P=%(E[S]+a~Var[S])=§+ e

Zur Erinnerung:

Bei der Binomialverteilung
mit Parameter n und p

ist der Erwartungswert
gleich np und die Varianz
gleich np(1-p).

(vgl. Anhang)
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Eine nach X verteilte
Zufallszahl x ist eine Reali-
sierung der ZufallsgréBe X.

Das heilSt, dass die Wahr-
scheinlichkeit, dass wir
eine bestimmte Zufallszahl

x erhalten, durch die

Verteilung von X gegeben
ist.

ARBEITSBLATT 2

Aufgabe 1:

Wir beginnen mit der Simulation einer binomialverteilten Zufallszahl:

a) Erzeugen Sie in Excel n =100 gleichverteilte Zufallszahlen u; auf dem Intervall (0;1).
Tipp: Hilfreich ist hierbei die vordefinierte Funktion ZUFALLSZAHL().

b) Definieren Sie in einer neuen Spalte eine neue Funktion, die folgendes leistet:
Ist u;=< 0,1 (allgemein: p), dann wird in der Spalte eine 1 eingetragen;
ist u;> 0,1, dann eine 0. Tipp: Hier hilft die Funktion WENN().

Die so erhaltenen Zufallszahlen x; sind Bernoulli-verteilt.

c) Berechnen Sie x =Exl. . Auf diesem Weg haben Sie eine binomialverteilte Zu-

i=1

fallszahl erzeugt.

Aufgabe 2:

Nun generieren wir exponentialverteilte Zufallszahlen:

a) Erzeugen Sie wieder wie in Aufgabe 1a eine auf dem Intervall (0;1)
gleichverteilte Zufallszahl u.

b) Setzen Sie die erhaltene Zahl u in die Funktion F ' (u)= —l)\ In(1-u) ein,
wobei A = 0,5 sei.

Als Ergebnis erhalten wir dann 100 exponentialverteilte Zufallszahlen

v, i=1,..,100.

Aufgabe 3:

AbschlieBend berechnen wir einen Jahresschaden S fiir einen homogenen Bestand von
100 Versicherten wie im Lehrmodul zum kollektiven Modell beschrieben.

a) Modellieren Sie dazu, wie in Aufgabe 2 beschrieben, eine binomialverteilte Zu-
fallszahl x und 100 exponentialverteilte Zufallszahlen
Y i=1,...,100.

b) Berechnen Sie nun den Jahresgesamtschaden § =i yi-

i=1
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In Lehrmodul 1 haben wir das Beispiel eines groen Schadens von 6 Millionen € beschrie-
ben. In den danach folgenden Lehrmodulen haben wir dann die Bedeutung der richtigen
unterstellten Schadenverteilung fiir die Auskommlichkeit der Pramie kennengelernt.
Grolse Schaden treten zwar selten auf, konnen aber bis zu 90% des Schadenaufkommens
ausmachen. Die prdzise Modellierung derart grofSer Schaden ist deshalb von besonderer
Bedeutung.

Hierfiir sind besonders solche Verteilungen gut geeignet, die Ereignissen ,weit drauf’en”
— also hohen Schédden — auch noch eine echt positive Wahrscheinlichkeit zuordnen und
nicht zu schnell gegen Null gehen. Solche Verteilungen haben so genannte schwere
Flanken. Daraus ergibt sich ein weiteres Argument gegen die Verwendung von Verteilun-
gen, deren Dichtefunktion wie beispielsweise die GauR’sche Glocke der Normalverteilung
aussieht. Diese Verteilungen nehmen fiir groBe x zu schnell ab und unterschitzen daher
grofle Schadenhdhen systematisch.

2,5

Pareto-Verteilung

— Normalverteilung

0,5

7/
2 3,5 5 B 8 9,5 11 12,5 14___~155 17 18,5 20

Auf dieser Basis konnen wir nun eine umgangssprachliche Definition fiir Verteilungen
mit schweren Flanken ableiten: Der Graph der Dichtefunktion muss fiir groe x oberhalb
der Dichtefunktion der in Lehrmodul 3 behandelten Exponentialverteilung verlaufen.
Verteilungen, fiir die dies nicht erfiillt ist, eignen sich eher fiir die Modellierung kleiner
Schadenhohen. Die Exponentialverteilung hilft uns bei folgender Definition:

Verteilung fiir Grofschaden:

Wir nennen ein Risiko ein ,gefédhrliches Risiko”, falls fiir seine Dichtefunktion folgende
Ungleichung gilt:

f(x)= e firgroBe x (x— )
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In der Praxis wird u. a. die Pareto-Verteilung fiir die Modellierung von Schadenhéhen
verwendet, wenn insbesondere auch grof’e Schaden auftreten kénnen. Die Dichtefunk-
tion f zu den Parametern «, ¢ >0 lautet

g%aﬂ flir x>c
Fn) = c(%) >

0 flir x<c

Der Erwartungswert ist dabei endlich, falls o > 1 ist; die Varianz ist endlich fiir a > 2. Die
Pareto-Verteilung eignet sich somit insbesondere fiir Risiken mit groer Streuung und
wird dort auch in der Praxis eingesetzt, z. B. in der Feuerversicherung.

Die Schadenanzahl hingegen haben wir bisher als binomialverteilte ZufallsgroBe ken-
nengelernt. Fiir gentigend grofse n gilt nach dem Poisson‘schen Grenzwertsatz, dass die
Binomialverteilung gegen die Poisson-Verteilung konvergiert, wobei n - p ~ A > 0. Die
Dichtefunktion der Poisson-Verteilung ist

k
%=P(N=k) = e"‘% fir keN,

Wir nehmen im Folgenden an, dass die Schadenanzahl Poisson-verteilt mit Parameter A

ist.

o
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In Lehrmodul 3 haben wir gesehen, wie wir die beiden Zufallsvariablen des kollektiven
Modells simulieren konnen, wenn sie binomial- bzw. exponentialverteilt sind. Nun lernen
wir Moglichkeiten fiir die Poisson- bzw. Pareto-Verteilung kennen.

Simulation einer Poisson-verteilten Schadenanzahl mit Parameter A

Dazu wenden wir den folgenden Algorithmus an:
1. Wirstartenbein:=0und T:=1.
2. Dann simulieren wir eine auf (0;1) gleichverteilte Zufallsvariable mit
Realisationen u und setzen T := uT .
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3. Falls T=e" setzen wir n:= n+ 1 und gehen zuriick zu Schritt 2.
Falls T < e, so ist n eine Realisierung von der Schadenanzahl N. Simeon Denis Poisson
(1781-1840)

Simulation der Pareto-verteilten Schadenh6hen

Hierbei nutzen wir folgenden Zusammenhang:

1/
’

Besitzt Z eine Pareto-Verteilung mit Parametern o und ¢, so ist Z verteilt wie ¢ U’
wobei U eine auf (0;1) gleichverteilte Zufallsvariable ist.

Der Gesamtschaden mit einer zusammengesetzten Poisson-Pareto-Verteilung errechnet
sich nun mittels folgendem Algorithmus:
1. Wir erzeugen wie oben zuerst eine Realisierung n der Poisson-verteilten
Schadenanzahl N.
2. Danach simulieren wir n unabhéngige Realisierungen z,, ..., z,
der Regelschadenhéhe Z. Diese ist nach fritheren Uberlegungen genau
so verteilt wie alle z.
3. Die Summe der Realisierungen der z,, ..., z, aus 2. liefert uns dann
eine Realisierung des Gesamtschadens S.

Der Unterschied zur Simulation aus Lehrmodul 3 liegt also erstens darin, dass wir hier
eine Verteilung mit schweren Flanken betrachten (und sich damit fiir den Gesamtschaden
auch eine derartige Verteilung ergibt) und zweitens in der Annahme einer zusammenge-
setzten Poisson-Pareto-Verteilung fiir die Schadenanzahl.

Fiir Ubungszwecke ist dieses Vorgehen fiir die Modellierung eines Gesamtschadens, bei
dem auch Grolsschaden berticksichtigt werden, vertretbar. Da dieses Verfahren bei groféen
Versicherungsbestdnden sehr zeitintensiv ist, wird in der Realitdt die zusammengesetzte
Poisson-Pareto-Verteilung mit der Normalverteilung approximiert. Die Simulation wird
dadurch bedeutend weniger zeitintensiv — aber um den Preis von Approximationsfehlern.
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Sie sind als Aktuarin bzw. Aktuar bei einer grollen Versicherung beschatftigt, die verschie-
dene Versicherungsprodukte vor allem fiir Industrieunternehmen anbietet. lhre Aufgabe
ist die Entwicklung neuer Tarife in der Sachversicherung.

Eine Marktanalyse hat vor kurzem gezeigt, dass ein vielversprechender Markt fiir Feuer-
versicherungen fiir Grolbetriebe existiert. Dies ist vorteilhaft, da Sie auf diesem Gebiet
bereits liber einige Erfahrungen hinsichtlich der Schadenanzahl N und der Einzelscha-
denhohen Z verfiigen. So wissen Sie, dass zwar durchaus hohe Schéaden auftreten kon-
nen, diese aber eher selten sind. Der Regelschaden Z liegt also in einem eher niedrigen
Bereich.

Daher werden Sie nun gebeten, einen entsprechenden Versicherungstarif zu entwickeln.
Aus Erfahrung wissen Sie, dass bei rund 100 GroBbetrieben Bedarf fir eine solche Ver-
sicherung besteht.

Aufgabe 1:

Bestimmen Sie einen moglichen Jahresgesamtschaden S nach dem im Lernmodul 4
angegebenen Algorithmus. Nutzen Sie dabei die Poisson- (A = 50) und Pareto-Verteilung
(c=100, a=10).

Wie hoch ist der simulierte Schaden?

Tipp: Diese Aufgabe ist weitestgehend wie im zweiten Aufgabenblatt zu losen; fiir die
Pareto-Verteilung ist der in Lehrmodul 4 angegebene Zusammenhang zur Gleichvertei-
lung zu nutzen.

Aufgabe 2:

Berechnen Sie den Erwartungswert des Jahresgesamtschadens S. Wie nahe liegt er an
Ihrem konkret berechneten Schaden?

Tipp: Nutzen Sie die Formel fiir den Erwartungswert des Jahresgesamtschadens in Lehr-
modul 3; der Erwartungswert einer Poisson-verteilten Zufallsvariable lautet E[N] = A;
fiir eine Pareto-verteilte Zufallsvariable gilt:

o
a—1

ElZ] = e

Aufgabe 3:

Abschliefend mochten Sie die jahrliche Pramie bestimmen, die von jedem Grofbetrieb
zu zahlen ist. Legen Sie dazu den zu erwartenden Schaden auf alle Betriebe um und
addieren jeweils einen 30%-Sicherheitsaufschlag dazu. Reichen die gesamten Pramien-
einnahmen aus, um den in Aufgabe 1 konkret simulierten Schaden abzudecken?
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LOSUNGSVORSCHLAGE
ZU DEN AUFAGABEN

Losungen zu Arbeitsblatt 1

Losungen zu Arbeitsblatt 1

Aufgabe 1:

Mogliche und versicherbare Risiken sind z. B.

Krankheit Autounfall Wohnungsbrand
(Krankenversicherung) (Kasko-Versicherung, Kfz-Haftpflicht) (Wohngebiude-, Hausrat-Versicherung)
Diebstahl des Rennrads Unfall auf dem Weg zur Schule Berufsunfahigkeit,
(hdufig Hausrat-Versicherung) (Unfallversicherung) etc.
Aufgabe 2:

Katastrophen der letzten Jahre

Tsunami und Erdbeben, Japan Mairz 2011 210 Mrd. €
Flut, Australien Dezember 2010 / Januar 2011 7,3 Mrd. €
Hurrican Katrina, North Carolina, USA August 2005 125 Mrd. €

Quelle: Munich Re; GeoRisikoForschung

Am 26. August 2004 fiel in Folge eines Unfalls ein Tankwagen von der Autobahnbriicke
,Wiehltal” und brannte unterhalb der Briicke vollstindig aus. Durch das Feuer wurde
sie so stark beschddigt, dass ein Schaden in Hohe von 30 Millionen€. entstand. Dieser
Unfall gilt als einer der groften KFZ-Haftpflichtschaden der deutschen Geschichte.

Aufgabe 3:

Durch die Tatsache, dass der Erwartungswert als Bezugsgrofe fir die Pramie herangezo-
gen wird, zahlen einige Versicherungsnehmer mehr, andere weniger als sie selbst beno-
tigen. Bei zu kleiner KollektivgroRe ist entweder die Pramie inakzeptabel hoch, oder das
Versicherungsunternehmen kann die aufgetretenen Schaden sehr schnell mangels Kapi-
tal nicht mehr regulieren. Andere Voraussetzungen sind: Ausgleich in der Zeit (iiber
verschiedene Jahre hinweg), gleichartiges Risiko und gleichartige Gefahrdung.

Aufgabe 4:

a) Im Prinzip eine gute Idee (gemeinsame Gefdhrdung: kein Geld zur Verfligung; ge-
meinsames Interesse am Kinobesuch), aber das Kollektiv ist (zu) klein. Dadurch
konnte die Kasse schnell leer sein.

b) Nein. Arthur ist bereits pleite; er hat kein Geld, das er verlieren kann. Bei Martina
liegt ebenfalls kein Risiko vor, da sie immer genug Geld zur Verfiigung hat.

c) Alle haben gleich viel Geld aus ihren Nebenjobs zur Verfligung, bilden also ein sehr
homogenes sowie ein groBeres (und damit gut abzuschétzendes) Kollektiv. Da die
Zeit fiir die sich die Studierenden versichern méchten, sehr risikogeneigt ist, unterbleibt
allerdings der notwendige Ausgleich in der Zeit. Daher ist das Risiko fiir die Xtra*Ltd.
hoch, schnell mit einer leeren Kasse dazustehen. Deshalb wird sie lieber auf das
Geschift verzichten. 25
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Hinweis: Die Losung
dieser Aufgaben ldsst sich
natirlich auch in einer
einzigen Tabelle erarbeiten.
Die Musterlosung als
Exceldatenblatt findet sich
auch im Internet unter
www.lehrmaterialversiche-
rungsmathematik.de.
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Losungen zu Arbeitsblatt 2

Da dieses Aufgabenblatt im Wesentlichen mit zufdlligen Zahlen gestaltet ist (die bei jedem
anders lauten werden), beschranken wir uns hier darauf, den Lésungsweg anzugeben:

Aufgabe 1:

A B ©
1 Aufgabe 1
2 a) b) <)
3 gleichverteilte Bernoulli-verteilte binomialverteilte
Zufallszahlen Zufallszahlen Zufallszahlen
I R R —
5 0,175732415 0 10
4 N N
6 0,319?89058 (R \
7 0,974466233 0\
= SUMME
8 0'7#73209 0 \ (B5:B104)
9 0,0¢36331 7 1 \
L0 (A5<0,1;1,0)
101
102 0,227719299 0
103 0,181501373 0
104 0,951120051 0

Fir die Losung gehen wir wie im Bild links dargestellt vor. In Spalte A erzeugen wir mit
der Funktion ZUFALLSZAHL() 100 gleichverteilte Zufallszahlen. Eine Spalte weiter bilden
wir mit der Funktion WENN() die in 1b) geforderte Fallunterscheidung nach, die uns dann
100 Bernoulli- verteilte Zufallszahlen liefert. Die zuféllige Summe in Zelle C5 ist schlie3-
lich binomialverteilt.

Aufgabe 2:

Aus jeder der gleichverteilten Zufallszahlen aus Aufgabe 1a) (z. B. 0,1757; s. Zelle A5)
berechnen wir mit der Formel

F(0,1757)= - (% In (1-0,1757)=0,3864

eine exponentialverteilte Zufallszahl.
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Aufgabe 3:

Wieder erzeugen wir in der ersten Spalte 100 gleichverteilte Zufallszahlen. Daneben er-
halten wir in der Spalte B exponentialverteilte Zufallszahlen, wenn wir wie in Aufgabe 2

vorgehen.
A B C D | E |
1 Aufgabe 3
2 a) b) c)
3 gleichverteilte exponentialverteilte Jahresgesamt-
Zufallszahlen Zufallszahlen schaden
4
5 0,696414705 2,3841 ?5339 23,4856755
6 0,7676%509 2,91 93?652 DIR B5:B 9
7 0,65730‘272 2,14181\794
8 0,89888%758 4,583087\1 3 n
9 0,121015\45 0,2579752¥3 Y, 10
97 A
98 = 0,5 = binomialverteilte Summe aus 1c)
Zufallszahl()
929
100 0,132943545 0,285302377
101 0,410488703 =
-1/$C$98*LN
102 0,201093131 (1-A5)
103 0,286208478 0,67432869
104 0,987557005 8,773194921

In Zelle C5 kénnen wir dann schlieflich unsere gesuchte Summe S berechnen, indem wir
in Spalte C eine zufillige Zahl der exponentialverteilten Zufallszahlen aus Spalte B ad-
dieren. Die Anzahl der zu addierenden Zahlen liefert uns die binomialverteilte Zufallsva-
riable aus Aufgabe 1c).
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Losungen zu Arbeitsblatt 3

Aufgabe 1:

© Als Kopiervorlage freigegeben. Stochastik — Simulation von Sachschéaden

Fiir die Simulation eines Jahresgesamtschadens gehen wir dhnlich wie in der L6sung von
Aufgabenblatt 2 vor:

A B C D E F G
1 Aufgabe 1
2 In dieser Spalte Um die Unabhangig- Erzeugung von Schritt 1 & 2 des Schritt 3 & 4 des Ermittlung der Berechnung des
werden gleich- keit von Zund T zu Pareto-verteilten Algorithmus aus Algorithmus: Poisson-verteilten Jahresgesamt-
verteilte Zufalls- gewihrleitsten, Zufallszahlen mit Lehrmodul 4 zur Uberpriifung, ob Zufallszahl n aus schadens als zufallige
zahlen fir die werden in dieser Hilfe des Tipps aus Simulation der Tzexp(-A) Schritt 4 des Summe mit n
Simulation der Spalte ebenfalls Lehrmodul 4 Poisson-Verteilung vorgestellten (entspricht Wert in
Pareto-verteilten gleichverteilte (Realisierungen (Realisierungen von Algorithmus Zelle F4)
Zufallsvariable Z Zufallszahlen fir die von Z) T werden erzeugt) Summanden aus
generiert Simulation der Spalte C
Poisson-verteilten
Zufallsvariable T
generiert
3
4 0,382948292 0,487206779 o 110,0743137 o 0,487206779 5915,650882
3
5 0,867430652 0,300596368 / 101, 1 0,146452588 N T
6 0,84990556 0,59014977V 101, 0,086428962
=100 -
7 0,828194927 101,9029469 SUMME(E4:E103)
8 0,807093043 102,1662939
9 0,861290209 101,5044422 0,008147572
= WENN(D4 >
=($F$106)*A4A(-1/$F$107) BHECRAIEED
=SUMME(INDIREKT(,,C4:C“ &(F4+3)))
(Die Funktion INDIREKT erméglicht es
99 0,512460112 0,790033805 106,913856 6,49362E-42 1 7 o Gt i e Gl SRR ©
100 0,530309728 0,994717789 106,5484265 6,45932E-42 1 =it e e =720 i)
101 0,321127361 0,181517314 112,0294668 1,17248E-42 1
102 0,39758171 0,546067407 109,6623025 6,40253E-43 1
103 0,759{17612 g 0,859137173 102,7929601 5,50065E-43 1
104
A= 50
106 c=100
107 a= 10
T

Zundachst generieren wir in den Spalten A und B jeweils 100 Zufallszahlen. Dies ist

notwendig, um die Unabhangigkeit der Pareto-verteilten Zufallszahlen in Spalte C und

der Poisson-verteilten Zufallszahl in Zelle F4 zu gewahrleisten. Anschliefend werden

aus den Werten in Spalte A mit Hilfe der Formel cU" die Pareto-verteilten Zufallszahlen

in Spalte

C erzeugt.

Gemeinsam mit den Zwischenrechnungen in Spalte D und E kénnen wir zudem aus den

Werten in Spalte B auch eine Poisson-verteilte Zufallszahl simulieren (Zelle F4). Damit

ldsst sich der Jahresgesamtschaden in Zelle G4 berechnen. Im vorliegenden Fall — das

Ergebnis variiert abhdngig von den erzeugten Zufallszahlen in Spalte A und B — ergibt

sich ein simulierter Jahresgesamtschaden von rund 5915,65 €.
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Aufgabe 2:

Laut Kapitel 3 gilt fiir den Erwartungswert des Jahresgesamtschadens:

c= (%) 100 = 111,11 folgt nun

o
a—1

Aus E[N] =A=50und E[Z] =

E[S]= E[N]-E|[Z] = 5555,55.

Das Versicherungsunternehmen muss somit mit einem Schaden von rund 5.556 € rechnen.

Aufgabe 3:

Unter Beriicksichtung des in Aufgabe 2 berechneten Erwartungswerts und des 30%igen
Sicherheitszuschlags ergibt sich fiir die Pramie P pro GrofSbetrieb

1

P=(1+0,3)- 150

E[S]) =13 555=7222€

Die Gesamtsumme der Pramieneinnahmen von rund 7.222 € reicht in unserem Fall aus,
um den in Aufgabe 1 simulierten Schaden zu decken. Fiihrt man die Simulation allerdings
mehrfach durch, so stellt man fest, dass dies nicht immer der Fall ist. Daher werden in
Versicherungsunternehmen fiir diese Falle zusdtzliche Riicklagen gebildet.

Hinweis: Die Musterlésung
als Exceldatenblatt findet
sich auch im Internet unter
www.lehrmaterialver-
sicherungsmathematik.de.
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MATHEMATISCHER ANHANG

Im Folgenden méchten wir die wichtigsten Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie
auffiihren, die fiir die Inhalte dieses Heftes relevant sind.

Eine Zufallsgrofie X ist eine Abbildung, die den Ergebnisraum Q in die reellen Zahlen R
abbildet, d.h. X: Q- R, w~— Xw)

Ist die Wertemenge X(Q) = {x€R : x = X(w) fiir ein we Q} abzdhlbar, so sagen wir Xist eine
diskrete Zufallsgrole, andernfalls (fir den Fall X (Q) ist Giberabzdhlbar, z. B. X (Q) = R)
sprechen wir von einer stetigen Zufallsgrofe.

Fiir eine diskrete ZufallsgroBe X lasst sich jeder reellen Zahl x die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses {w : X (w) = x } zuordnen. Die entsprechende Funktionsvorschrift

W:ixP(X=x):=P{w: X(w)=x}

heil’t Dichtefunktion (Wahrscheinlichkeitsfunktion) der Zufallsgrée X. Man sagt auch, die
ZufallsgroBe X ist nach W verteilt.

Verteilungen werden tber die (kumulative) Verteilungsfunktion F oder (fiir stetige Zufalls-
grofen) iiber ihre Dichtefunktion f charakterisiert. Es gilt der wichtige Zusammenhang

Flx) = f F(D)dt

Eine ZufallsgréRe besitzt verschiedene charakteristische Kennzahlen, die von ihrer Vertei-
lung bestimmt werden. Besonders prominent sind die beiden ersten Momente, Erwartungs-
wert £(X) und Varianz Var(X). Bei der Normalverteilung z. B. liefern uns die beiden Para-
meter direkt den Erwartungswert (gleich p) sowie die Varianz (gleich (®). Erwartungswert
und Varianz fir eine Zufallsvariable X mit Ereignisraum Qberechnen sich nach den folgen-
den Formeln, je nachdem ob die zugrunde liegende Zufallsvariable stetig oder diskret ist.

Momente Erwartungswert Varianz
didet E[X] = > xP(X=x) Var[X] = > (x-E[X])* P(X=x)
XEX(Q) XEX(Q)
Stetig E[X] = fxf(x)dx Var[X] = f (x-E[X1) f()dx
X(Q) X(Q)

Auf einem intuitiven Niveau im Kontext der Zufallsexperimente kann man sich den Erwar-
tungswert gerade als Mittelwert vorstellen, also als mittleren Wert der Zufallsgré8e pro
Versuch auf lange Sicht. Die Varianz (oder die Standardabweichung als Quadratwurzel aus
der Varianz) gibt dann an, wie stark die Werte der Zufallsgréfie um den Erwartungswert
streuen.
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Im Versicherungskontext sind verschiedene Verteilungen relevant, zum Beispiel:
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Verteilung Dichtefunktion Erwartungswert Varianz
A . ny x n—x fij
Blnomlalvertellung % P (1 —p) fiir
(diskret) np np (T—p)
Xel01,2,..,n
AX
Poisson-Verteilung et =7 fir X €N, A A
(diskret) X!
— )2
Normalverteilung 1 _ (x '“) P
(stetig) ! e 202 firxeRr H o
J 2Tl'0'2
AX £ .
Exponentialverteilung Ae™ fir x=0 L Lz
(stetig) 0 sonst A X
o (c\xH . ac?
Pareto-Verteilung f(f) fir x>c>0 oc —_—
(stetig) o-1 (0‘_2) (0‘- _1)
0 sonst
0,16 0,12
o —————
0,14 Binominalverteilung Poissonverteilung
n=30 01 A=15
0,12 p=04
T———— 0,08 —————
0,1
0,08 0,06
0,06
0,04
0,04
0,02
| | | |
, I .. R T
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29
0,8 0,25
| ———— ————
0,7 Exponentialverteilung Normalverteilung
A=0,75 0,2 u=15
0,6 62=2
T ———— T ————
0,5 0,15
0,4
0,3 0,1
0,2
0,05
0,1
0 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 45 6 75 9 10,5 12 13,5 15 16,5 18 19,5 21 22,5 24
0,6
—— ——
Paretoverteilung
05 =05
c=1
0,4 ———
0,3
0,2
0,1
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
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Aktuare:
Mathematische Experten
der Versicherungsbranche

Unter den Begriff
Erstversicherung fallen alle
Versicherungsunternehmen,
die Personen oder Unter-
nehmen mit Versicherungs-
schutz versorgen.
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MATHEMATIK IN VERSICHERUNGEN

In dieser Unterrichtseinheit haben wir ein Praxisbeispiel aufgegriffen, das nicht sehr weit
von den mathematischen Kalkulationen entfernt ist, die angestellt werden miissen, um
Versicherungstarife zu entwickeln. Die notwendigen Berechnungen werden in den Versi-
cherungsunternehmen von Mathematikerinnen und Mathematikern durchgefihrt. In der
Realitdt miissen dariiber hinaus allerdings noch eine Reihe weiterer Aspekte beachtet
werden. So erfolgt vor der eigentlichen Entwicklung eines Versicherungstarifs in der Regel
eine Marktanalyse mit Hilfe statistischer Methoden, bei der ein Bedarf der potentiellen
Kunden nach einem bestimmten Versicherungsschutz méglichst genau abgeschatzt wird.
Bei der konkreten Berechnung des Tarifs muss dann z. B. auf Basis so genannter ,angemes-
sener versicherungsmathematischer Annahmen” bestimmt werden, wie hoch die Monats-
oder Jahresbeitrdge (Pramien) sein miissen, damit ausreichende Riicklagen fiir die Entscha-
digung aller Versicherungsnehmer im Schadensfall gebildet werden kdnnen.

Es gilt das versicherungsmathematische Aquivalenzprinzip:
,Erwartete Primieneinnahmen gleich erwartete Leistungsausgaben”.

Ist ein Tarif kalkuliert und an Kunden ausgegeben worden, ist die Arbeit der Mathematike-
rinnen und Mathematiker damit aber noch nicht getan.

So wird u. a. kontinuierlich tberpriift, ob die zu Vertragsbeginn ermittelten finanziellen
Ricklagen fiir den Leistungsfall nach wie vor ausreichend hoch sind. Diese laufende Kon-
trolle ist sehr wichtig, da z. B. Vertrdge fiir kapitalbildende Lebensversicherungen zum Teil
tiber viele Jahrzehnte abgeschlossen werden.

Wahrend der Vertragslaufzeit erhilt ein Versicherungsunternehmen von seinen Kunden
fortlaufend Zahlungen, die oftmals erst zu einem viel spéteren Zeitpunkt wieder ausgezahlt
werden. Die Uberwachung der aktuellen und zukiinftigen Kapitalanlagen nach Laufzeit
und erreichbarer Rendite ist daher ebenfalls eine wichtige Aufgabe.

(Versicherungs-)Mathematikerinnen und Mathematiker, die bei den Unternehmen die oben
genannten Aufgaben bearbeiten, werden Aktuarinnen bzw. Aktuare genannt. Sie sind Ex-
perten, die speziell in den verschiedenen versicherungsmathematischen Disziplinen der
Wabhrscheinlichkeitstheorie und der Statistik geschult wurden. Mit ihrer Expertise stellen
sie sicher, dass die abgeschlossenen Versicherungsvertrage auch bei sehr langen Laufzeiten
von 30, 40 oder 50 Jahren, wie sie im Bereich der Altersvorsorge tiblich sind, immer erfullt
werden konnen. Aktuare stehen somit fiir einen hohen Kundenschutz.
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Berufsbild

Aktuare arbeiten in allen Zweigen der Versicherungsbranche. So sind sie in der Erst- und
Riickversicherung, in Pensionskassen und -fonds, bei Beratungsunternehmen, der staatlichen
Aufsichtsbehorde tiber Finanzgeschifte und in Verbanden zu finden.

Wie bereits erwdhnt, sind sie dabei mit einer Vielzahl von Aufgaben betraut. Neben der
klassischen Tarifentwicklung berechnen sie die von den Unternehmen bendétigten Finanz-
reserven, beraten die Unternehmensleitung zu sinnvollen Konzepten fiir die verschiedenen
Versicherungsarten und bewerten diese. Zusatzlich dokumentieren sie diese Vorginge
z. B. fiir die Aufsichtsbehorde. Sie erarbeiten Strategien fiir eine sichere Kapitalanlage der
Finanzmittel der Versicherungsunternehmen oder kontrollieren im Risikomanagement die
verschiedenen Risiken, die sich aus der Vielfalt der abgeschlossenen Versicherungsvertrage
und der einzelnen Kapitalanlagen ergeben. Haufig arbeiten sie dabei interdisziplinar, d. h.
die regelmiRige Kommunikation mit Juristen, Betriebswirten, Wirtschaftspriifern und In-
formatikern ist ein wichtiger Bestandteil ihrer Arbeit.

Ausbildung

Fir das spatere Berufsleben als Aktuar bietet ein Studium der (Wirtschafts-)Mathematik
grundsatzlich eine hervorragende Basis. Viele Hochschulen haben zudem auch Bachelor-
und Masterstudiengdnge eingerichtet, die einen besonderen Schwerpunkt auf die Aus-
bildung im Bereich Versicherungs- und Finanzmathematik legen. Dabei wird nicht nur
das wichtigste wahrscheinlichkeitstheoretische und statistische Wissen vermittelt, sondern
es werden auch nitzliche betriebswirtschaftliche Grundlagen geschaffen. Um nach
Abschluss des Studiums die fiir die tédgliche Arbeit notwendigen Kenntnisse zu erlangen,
besteht die Moglichkeit eine berufsbegleitende Ausbildung zur Aktuarin bzw. zum Ak-
tuar zu absolvieren. Die Ausbildung dauert in der Regel drei bis vier Jahre und vermittelt
ein umfassendes Wissen in der Versicherungs- und Finanzmathematik. Hinzu kommt die
Vertiefung in einem Spezialfach, so dass alle weitergehenden Methoden des eigenen
Tatigkeitsbereichs im Unternehmen erlernt werden.

Wie in den meisten Berufen ist nattirlich auch nach der abgeschlossenen Ausbildung
eine kontinuierliche Weiterbildung unerldsslich. Hierfiir bietet sich eine Vielzahl von
Méglichkeiten, die von Selbststudium bis zu regelmaBigen Fachtagungen reichen, bei
denen zweimal im Jahr tiber tausend Aktuarinnen und Aktuare aus ganz Deutschland
zusammenkommen.

Beruf der Zukunft

Aufgrund ihrer besonderen Fachkenntnisse werden Aktuare inzwischen nicht nur bei der
Entwicklung von Versicherungsprodukten eingesetzt sondern auch in vielen weiteren
Positionen innerhalb der Finanzdienstleistungsbranche. Daher sind sie gesuchte Spezi-
alisten. lhr Arbeitsplatz bietet viel Abwechslung, gute Aufstiegschancen und sehr gute
Gehaltsaussichten. Der Beruf ist dabei langst keine Mdnnerdomane mehr, inzwischen
beginnen mehr Frauen als Méanner die aktuarielle Ausbildung.

Riickversicherer

versichern ausschlielSlich
Versicherungsunternehmen
und decken dabei einen
Teil der von den Erstver-
sicherern tibernommenen
Risiken ab.

Mathematik in Versicherungen
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Aktuarin, Aktuar:
Vielseitiges Berufsbild mit
sehr guten Einstellungs-
maoglichkeiten und
attraktiven Gehaltsaus-
sichten.

Da auch Versicherungen ihre Angebote immer starker in ganz Europa anbieten, eroffnet
sich dartiber hinaus die Moglichkeit einer internationalen Karriere. Durch neue, gemein-
same Finanzaufsichtsregeln entstehen weitere spannende Aufgabengebiete, die auch fiir
Aktuare neue Herausforderungen und Chancen bieten.

Organisiert sind Aktuarinnen und Aktuare hierzulande in der Deutschen Aktuarvereini-
gung e.V. (DAV), die Anfang 2015 mehr als 4.400 Mitglieder hat. Ferner stehen derzeit
rund 2.200 meist jlingere Finanz- und Versicherungsmathematiker im geregelten Ausbil-
dungsgang zum Aktuar.
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